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Controle 2 — 20 mars 2024

Le baréme est donné a titre indicatif. Toute assertion doit étre justifiée de maniere claire et concise.

1. (6 points.)
Soit f: C* — C une fonction holomorphe non-constante telle que pour tout z avec |z| = 1, on a
f(z) = f(2).
Pour chacune des assertions suivantes, dire si elle est nécessairement vraie, nécessairement fausse, ou ni
I'un ni 'autre (montrer ou donner un contre exemple) :

(a) f(z) = f(Z) pour tout z € C*,
(b) f(z) = f(1/z) pour tout z € C*.

2. (4 points.)
Trouver toutes les fonctions holomorphes g: C — C qui satisfont :
— 9(0) =¢'(0) =g(1) =0, et
— il existe des constantes A, B > 0 telles que |g(z)| < A|z|® pour tout z € C — D(0, B).

3. (5 points.)
Soit A = {2z |1/2 < |z|| < 1}, et soit f une fonction holomorphe définie sur un ouvert contenant A.

Supposons que
F()| < 1/8 quand [s| =1/2,  [f(2)] <1 quand |2| = 1.

Montrer que |f(2)| < |z|® pour tout z € A.

4. (5 points.)
Pour tout a € R donné, décrire les possibles singularités en 0 d’une fonction holomorphe f: D(0,1) —
{0} — C qui satisfait
|f(2)] < 2]
pour tout z € D(0,1) — {0}.
(Si entre les possibilité il y a poéle, décrire les possibles ordres de pdle.)



